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CHAPTIR i .  INTRODUCTION AND SUMI1ARY
\  - , ! - n Ê ! i É  f . i ^ l . l  r h ê ^ r \ '  1 ' c  n ^ n n l ê È ê l w . l ê f ê r m i n c d  h v  t h e  l - - ^ - - 1  ^ r - ^  ^ c  i G ^A  q U a n C U m  I I e I G  - . . ' - ^ J  - - ' - - )  w J  L r r r  r l r r u w r < u È i c
Green  f uncÈ ions .  A  Green  f unc t i on  i s  t he  vacuum expec ta t i on  va lue  o f  t he  t ime -
o rde red  p roduc t  o f  a  se t  o f  f i e l d  ope ra t . o r s .  The  f i e l d  t heo ry  t ha t  w i l l  be
mos t l y  cons ide red  he re  w i l l  be  quan tum e lec t r odynam ics ,  wh i ch  i s  t he  quan tum-
rnechan i ca l  f o rmu laË ion  o f  e l ec t r odynam ics ,  desc r i b i ng  t he  i n t e rac t i on  be tween
p h o r o n s  a n d  e l e c t r o n s  ( a n d  p o s i t r o n s ) .  l f  ( i n  t h e  H e i s e n b e r g  p i c t u r e )  t h e
e l e c t r o n  f i e l d  i s  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  s p i n o r  f i e l d  o p e r a r o r '  V ( x ) '  a n d  E h e
p h o t o n  f i e l d  b y  t h e  q u a n t i z e d  v e c t o r  p o c e n t i a L  o r  v e c t o r  f i e l d ,  A L ( x ) ,  t h e n
a  g e n e r i c  N - p o i n t  C r e e n  f u n c t i o n  h a s  t h e  f o r m  ( C h a p t e r  3 ,  S e c t '  l )
1 r , . . . t ] "
^ lG  ' ( x l  r . ,  r x r r ,  y l  r . .  r Y r r i  z l t . .  r z r )  =
! 1 ?
A  ' '  ( z u ) )  o O  >
( l . l )
where  N  =  2n+ .Q .  and  n  and  i ,  a re  a rb i t r a r y  non -nega t i ve  i n t ege rs .
Q^  i s  t he  vacuum sËa te ,  wh i ch  i s  assumed  t o  ex i s t  un ique l y  and  Lo  be
L o r e n t z  a n d  t r a n s t a t i o n a l l y  i n v a r i a n t .  T h e  f o r m  t ,  t  i t  a  s c a l a r  p r o d u c t ,
de f i ned  on  t he  vec to r  space  o f  sÈa tes  wh i ch  i s  no !  necessa r i l y  pos i t i ve
de f i n i t . e .  Apa rÈ  f r om a  number  o f  exac t l y  so l vab le  f i e l d  Eheo r i es ,  wh i ch  a re
usua l l y  de f i ned  i n  a  non -phys i ca l  number  o f  space -  t ime  d imens ions ,  t he
Green  f unc t i ons  f o r  a  r eno r rna l i zab le  f i e l d  t heo ry  w i t h  i n t e rac t i on  a re
usual ly  unknovm in c losed form. This is  part ia l ly  overcome by the use of
r eno rma l i zed  pe r t u rba t i on  t heo ry ,  wh i ch  i s  an  expans ion  i n  t he  coup l i ng
cons tanE ,  and  g i ves  eve ry  G reen  f unc t i on  as  a  we l l  de f i ned  i n f i n i t e  se r i es
of  convergenE FeynÍran integrals.  In part icular  quantum elecÈrodynamics has




f o  
-  
#  ,  whe re  e  i s  
Ehe  pos i t r on  cha rge ,  wh i ch  ensu res  t ha t  t he  f i r s t
f e w  t e r m s  i n  t h e  p e r t u r b a t i o n  e x n a n s t o n  i n  r  a l r e a d y  g i v e  e x c e l l e n E  a g r e e m e l : ' .
w i . t h  e x p e r i r n c n t .  T h e  s a m e  s i t u a c i o n  i s  a l s c  c o n f i d e n t l v  c x p e c t e d  i n  t h e
We inbe rg -Sa1am theo r l ' ,  t l ) a t  un i f  i e s  quan tum e lec t r od - " -nam j , cs  and  t he  weak
i n f e r a , ' t i n n s -  r n d  p i v c s  o u e n L a t i v e  n r e d í c t i o n q  \ a s e d  o n . e r r u r b a L i o n  t h e o r \ ' .
' f ! r e r c  a r e  r r n ' .  e v n r -  l r o r p r l  í  e s  o f  G r e e n  f  u n c t i o n s  t h a t  r , ' i  l  l  n  t t  b e
r e v e a l c d  r o  u s  t h r o u f l r  t h e  l e r t u r b a t i o n  e x l a n s i o n ,  b e c a u s e  t h e  l a t t e r  i s  a t
L - ^ f  r n  r ^ r ' m n r ^ r  l ^  - o r i o e  i n  f l r n  c o r r t r l i n -  ^ - - ^ .  ^ - "  r È  i  ë  h ê  ê \ n ê c t e d  l h á :U c 5 L  d l l  r r s ) l i l l ' e U L I e  5 ! r ! L . j J  t l t ' . l ! \ . - ' . . - r y r Ë  L U l l s
t l r e r e  i s  a  s i n g u l a r i t y  ( e . t ,  a  b r a n c h - p o i n L  a n d  a n  e s s e n t i a l  s i n g u l a r i t y )  a t
t h e  o r i p í n  n f  f h e  c o m r l e x  ,  r l a n p .  c o  r h a t  t h e  C r e e n  f u n c t i o n s  a r e  n o t  e n t i r (
f u n c t i o n s  o f  , .  T ) r e  p r e s e n c e  o f  t h i s  s i n g u l a r i t y  í s  p r o b a b l y  t h e  r e a s o n  f o r
r h e  f a i l u r e  o f  s o - c a l l e d  f i x e d - p o i n t  t h e o r e m s .
J h e  G r e e n  f u n c t i o n s  s a t i s f l  c e r Ë a i n  e q u a t i o n s  o f  m o E i o n ,  d u e  E o  D y s o n
a n d  S c h w i n g e r ,  a n d  a  s a m p l e  o f  t h e m  w i l l  b e  g i v e n  i n  C h a p t e r  3 ,  S e c t .  2 .
T h e s e  e q u a t i o n s  f o r m  a n  j n f i n i t e  s e t  o f  n o n l i n e a r  c o u p l e d  i n t e g r a l  e q u a t i o n s
f o r  t h e  G r e e n  f u n c t i o n s .  A t t e m p t s  È o  s h o w  l h e  e x i s t e n c e  o f  s o l u t i o n s  o f  t h i s
i n f i n i t e  s y s t e m  í o r  a  m o d e l  f í e l d  t h e o r v ,  d e f i n e d  i n  t w o -  a n d  f o u r d i m e n s i o n a :
E u c l i d e a n  s p a c e ,  b y  m e a n s  o f  a  f i x e d  p o i n t - L h e o r e m  h a v e  f a i l e d .  I T a v  6 6 ,  6 8 J .
I Y o s  7 4 ,  7 5 , 7 6 ] ,  I C h a  7 9 1 .  I n  t h i s  a p p r o a c h  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  i s
t r u n c a t e d  f o r  s o m e  v a 1 u e ,  N ^ ,  o f  N ,  r u h i c h  m e a n s  t h a t  a l l  N - p o i n t  G r e e n
-  u -
f unc t i ons  \ ^ ' i t h  N  >  N0  a re  se t  equa l  t o  ze ro  and  one  ob ta i ns  a  f i n i t e  se t  o f
i n f e s r a l  e o r r a l i o n s -  [ n  i t e r a t i v e  s o l u t i o n  f o r  t h e  t r u n c a t e d  s y s t e m  e x i s E s  i f
f l r a  n n r r n l  i n o  ê ^ n q t 2 n t s  i  -  - - - 1  1  ^ - ^ " - L  I ',  L , , u u 6 , , .  . n f o r t u n a t e l y  t h e  d o m a i n ,  i n  w h í c h
c h e  i t e r a E i o n  c o n v e r g e s ,  s h r i n k s  t o  z e r o  a s  o n e  l e t s  N O  g o  t o  j n f i n i t y ,  T h u s
a  f i x p d - n o i n i  f h p o r e m  c a n n o l  b e  u s e d  i n  t h e  l i r n i t  N ^  +  - .  T h i s  c a n  b eU
o w n a e t o Á  t ^  l i ê  f r r r ê  i n  o a n a r r l  f n r :  f i e l d  t h o n r r r  e n d  e e r f e i n l v  f n r  d l r a n f r m
- " ' " _ J
- l a n t r n á . ' n r m i  n c
Over  and  above  t he  p rob lems  t ouched  upon  i n  t he  f o re -go ing ,  quan tum
^ 1 ^ ^ È - ^ r . - - ^ - : ^ ^  L ^ ^  r  n r r n b e r  o f  s n c c í f i c  d i f f i c u l t i e s  w h i c h  a l l  c a n  b e  t r a c e dU u y l l 4 | ' l L J ! ! l J y L L ! ! l u
2
b a c k  t o  t h e  z e r r o  m a s s  o f  t h e  p h o t o n .  T h e  l a c t e r  i s  c l o s e l l ' a s s o c i a t e d  w i t h
t h e  g a u g e  c o v a r i a n c e  o f  t h e  t h e o r v  a n d  i t  a f f e r r s  t o  b e  i m l o s s i b l e  t o
q u a n E i z e  c h e  ) l a x l ^ r e l l  e q u a l i o n s  s t r a i g l ) t  f o r w a r d l v  i n  a  m a n i Í e s t L y  l - o r e n t z
c o v a r i a n t  w a y .  A  r e v i e u ' o f  r h i s  p r o b l e m  c a n  b e  f o u n d  i n  I J a u  7 6 ] .  À  w a y  o u t
i s  E o  r e p l a c e  t h e  ) l a x l . r e I I  e q u a t i o n s  b y  c e r t a i n  o t h e r  f i e l d  e q u a E i o n s  a n d
d e f i n e  a  v e c t . o r  s p a c e  o f  s t a t e s ,  V ,  w i t h  a  r p s e u d o - m e Ë r i c ' ,  i . e '  < ,  >  w i l l
b e  i n d e f i n i t e .  T h e  | Í a x r . r e l l  e q u a t i o n s  a r e  r e a l i z e d  a s  e x p e c t a t i o n  v a l u e s  o f
t h e  m o d i f i e d  f i e l d  e q u a t i o n s  b e L w e e n  s t a t e s  o Í  a  s u b s p a c e  o f  V .  T h i s  a p p r o a c h
w i l l  b e  d e s c r i b e d  i n  C h a p t e r  2  l o r  a  c l a s s  o f  L o r e n t z  c o v a r i a n !  g a u g e s .
A n o t h e r  p r o b l e m  c o n s i s L s  i n  t h e  i n f r a - r e d r d i v e r g e n c e s t ,  w . h i c h  c r è  n o L
r e a l l v  d í v e r q e n c e s  a n à  a r p  c o m n l e f ê l v  r r n J  * ^ t s ^ - r  T L " -  - t ' " ^ ! i o n  i s  d i Í f e r e n t
i n  n o n . - a b p l  i a n  p a t t p e  t h e o r i e s  w h e r e  t h e  i n f r e - r c d  S t r u c t u r e  h a s  n n t  \ ' ê r  h e e n6 c u 6 L  L ' r ! v !
r e s o l v e d .  T h e r e  a r e  È w o  k i n d s  o f  i n f r a - r e d  p r o b l e m s  i n  q u a n t u m  e l c c t r o d \ n a m i c s
È h a t  a r e  b o t h  o n  t h e  L e v e l  o f  a  c o r r e c t  f o r m u l a t i o n o f  t h e  c h e o r y .  T h e  f i r s t
one  has  t o  do  r z i t h  t he  de f i n i c i on  o f  t he  S -ma t r i x  and  t he  asymDEoÈ ica l l v
f r a o  c h e r o o á  c f  a t ê c  r l p c n r i h i n o  f h e  i n c n m i n q  a n d  n t r t q o i n c  c h ^ - -  J  - ^ - È i  - 1 ^ ^
. . . é 1  Ë , U u  l l d r  L ! L a g D '
r , : h i ch  has  howeve r  been  so l ved  [ . l au  76 ] .
T h e  s e c o n d  d i í f i c u l t y  h a s  t o  d o  r ^ ' i t h  t h e  C r e e n  f u n c Ë i o n s .  T h e y  d e s c r i b e
t h e  t r a n s i E i o n  b e t w e e n  s e E s  o f  D a r t i c l e s  d u e  t o  t h e i r  i n t e r a c t i o n s .  T h e s e
p a r t i c l e s  a r e  n o t  n e c e s s a r i l v  o b s e r v a b l e ,  t h e v  c a n  b e  v i r t u a l ,  i . e .  o i  t h e
m a s s - s h e I l .  A  p a r t i c u l a r  c l a s s ,  l h e  s o - c a 1 1 e d  a m p u t a t e d ,  c o n n e c t e d ,  G r e e n
f u n c t i o n s  g i v e s ,  i I  c o n s i d e r e d  i n  m o m e n t u m  s p a c e ,  S - m a t r i x  e l e r n e n E s  f o r  a
s c a t E e r i n g  p r o c e s s  i f  r h e  Í o u r - m o m e n t a  o f  t h e  f a r t i c l e s  a r e  g i v e n  t h e i r
m a s s - s h e 1 1  v a l u e s  I B j o  6 5 ] .  A n o t h c r  t y p e  o f  G r e e n  f u n c E i o n s  i s  t h e  o r o p a g a -
f A r  r . r h j n h  r a n r o c ê n i  4  ^ ^ * r i ^ 1 , ,  - - ^ - - - . È r ' n c  j n  c n e n o - i i m a  ï f  n -  r a n r a c p n l <L v r  
,  
w r r i  I  a  P d L  L r L  r s  l , r u P d ó d L 1 1 1 6
, 1
t h e  f o u r - n o m e n t u m  o f  a  v i r t u a l  e l e c t r o n  ( p -  +  m  ,  m  t h e  m a s s  o f  t h e  e l e c t r o n )
f h e n  f l r e  i n t e r p s f i n p  n e r r  o Í  i l , c  e l p c i - r ó n  n r o n á e r f o r -  S  i s  c o n t a i n e d  i n  j t sÁ
?  , ,Á o ^ o n J o - ^ -  -  r " .  r u h í c h  i s  n o n t i n r r e d  í n f o  f h e  c o n n l c x  1 I a n e .  S -  l r a S
s ingu la r i t i e s  on  t he  nonnega t i ve  pa rÈ  o f  l he  r ea l  ax i s .  I f  t he  pho ton  had  a
m a s s  I  ' 0 ,  t h e n  t h e  l e f t m o s t  s i n g u l a r i t y  o f  t h e  e l e c t r o n  p r o p a g a t o r  w o u l d
h e  a  n o 1  
"  
^ ,  n 2  =  a 2 .  s , r " h  a  n o l c  t c m  c o r r p c D o n í l s  t n  l h ê  " a c E  t ) ) a t  t h e
)
e lec t r on  i s  an  obse rvab le  pa r t i c l e  and  an  e i gens ta te  o f  P -  =  P  P -  \ ^ / i t h
d e f i n i t e  e i g e n v a l u e  m - ,  w h e r e  P ' i s  t h e  f o u r - m o m e n t u m  o p e r a t o r .  N e x t  t o  t h e
r i o h r  ^ F  t h o  - n ' l o  e n à  c o n r r e i p d  f r n m  i t  S  r ^ r n r r ' l d  f h e n  h a r r e  e  h r a n c h - n o r ' n t
- _ r  , R
a t  p Z  =  ( m + À ) 2 ,  w h i c h  i s  t h e  t h r e s h o l d  f o r  a n  i n t e r m e d i a t e  s E a t e ,  c o n t a i n i n g
a  v i r t ua l  e l ec t r on  and  pho ton .
The  s i t ua t i on  i s  qu i t e  d i f f e ren t  i n  t he  l im i t  ) .  *  0 .  Then  t he  b ranch -
n o i n t  c n ' l I a n s c s  ó n  r o  t h p  r n ' l e .  a n d  t h e  l a t t e r  i s  e f f e c t i v e l y  a b s o r b e d .  T h i s
i s  t he  man i f es ta t i on  o f  t he  f ac t  t ha t  an  e l ecL ron ,  a l t hough  r f a r r  f r om  o the r
c h a r g e s ,  s È i 1 1  w e a k l y  f e e l s  t h e i r  i n f l u e n c e  t h r o u g h  r h e  C o u l o m b  f , o E e n t i a l
and  i s  ah , rays  ab le  t o  em i t  o r  abso rb  an  i nde f i n i t e  number  o f  l ow - f r equency
p h o t o n s  v r i t h  a n  a r b i t r a r y  s m a l l ,  b u E  n o n z e r o ,  t o t a l  e n e r g y .  T h e  e l e c t r o n
c a n n o t  b e  r e p r e s e n t e d  b y  a n  e i g e n s t a t e  o f  P l  a n d  i c s  m a s s  i s  n o t  e x a c t l y
d e f i n e d . T h i s  f e a t u r e  o f  t h e  e l e c t r o n  p r o p a g a t o r  p e r s i s t s  f o r  a l l  G r e e n
f u n c t i o n s  o f  c h a r g e d  p a r t i c l e s .  T h e  t r a n s i t i o n  L o  t h e  S - Í n a L r i x ,  d e s c r i b e d
above ,  by  l e t t i ng  a l l  f ou r -momen ta  go  t o  t he  mass -she11  assumes  t he  ex i s -
È e n c e  o f  p o l e s  i n s t e a d  o f  b r a n c h - p o i n t s .  T h e s e  p o l e s  a r e  t h e n  f o r c e d ,  b y
g i v i ng  t he  pho ton  a  non -ze ro  mass .  The  dependence  o f  t he  S -ma t r i x  e l emen ts
on  t h i s  pa rame te r  l eads  t o  Ehe  second  k i nd  o f  i n f r a - red  d i f f i cu l t y .
I n  t h i s  t hes i s  we  w i l - 1  ma in l y  conce rn  ou rse l ves  w i t h  t he  Green  f unc t i ons
o f  quan tum e lec t r odynam ics  and  a l so  encoun te r  t he  above -men t i oned  second
k i n d  o f  i n f r a - r e d  d i f f i c u l t y .  W e  w i l l  g i v e  r h e  f o r m  o f  t h e  b r a n c h - p o i n Ë  o f
t he  e l ec t . r on  p ropaga to r  i n  a  non -pe r t u rba t i ve  l vay .  The re  ex i s t  a  vas t  number
o f  ca l cu l a t i ons  i n  t he  l i t e ra tu re  on  t h i s  sub jec t  and  on  t he  co r respond ing
p rob lem fo r  t he  Green  f unc t i ons  i n  gene ra l .  A  r ev i ew  i s  g i ven  by  Papan i co lau
l f ap  76J .  I t  i s  a  non -pe rEu rba t i ve  aspec t  o f  t he  t heo ry  wh i ch  canno t  be  f ound
from
wi th





T o  b e
for  t
I L
r 1 n 0
f r om  a  t r unca ted  pe r t u rba t i on  se r i es .  The re fo re  a lmos t  a l l  t r ea tmen ts  dea l
r , ' i t h  some  Èype  o f  app rox ima l i on  i n  wh i ch  t he  exac t  t heo ry  i s  r ep laced  by  a
so l vab le  mode l  i n  such  a  v ray  Eha !  t he  s i ngu la r iEy  s t r uc l u re  o f  t he  Green
func t i ons  nea r  t he  mass -she I l  i s  p resumab l y  no t  a f f ec ted .  A  f undamen ta l
a p p r o x i m a t i o n  i s  t h a t  E h e  s i n g u l a r i c i e s  a r e  o n l v  b u i l c  u p  b y  c o n t r i b u t i o n s
f rom the  i n t eg ra t i on  ove r  t he  sma l1  r nomen ta  o f  t he  i nce rna l  v i r r ua l  phoEon
p ropaga to r s  i n  t he  se t  o f  Feynman  d i ag rans  t ha t .  r ep resen t s  Èhe  Green  f unc t i on .
T ^  L a  - n r a  - ^ ^ ^ . i f i ^  : r  : -  - ^ ^ ^ . i L 1 ^  t s ^  ^ 1 r m  t h e  .  r - ' . e . e  n p r f u r b a t i o n  S e r i e Sl u  9 e  l u o l e  s p c c t l r u r  r L  r b  P u s s t u l t  L U  -  p e ! L r
f o r  t he  e l ec t r on  p ropaga to r  ( o r  any  o the r  G reen  f unc t i on )  nea r  t he  mass -she l l
a a
( i . e .  p ' =  m ' ) r  t o  a 1 l  o r d e r s  i n  p e r t . u r b a r i o n  r h e o r y ,  i n  t h e  e i k o n a l  a p p r o x -
ima t i on .  Th i s  means  t ha t  each  Feynman  i n teg ra l ,  con t r i buE ing  t o  a  g i ven  o rde r
i n  c ,  i s  s imp l i f i ed  i n  r he  sense  EhaE  on l y  t hose  t e rms  i n  t he  i n t eg rand  a re
reEa ined  t ha t  become  s i ngu la r  i f  t he  momenLa  o f  t he  v i r r ua l  pho tons  i n  t he
co r respond ing  d i ag ram go  t o  ze ro .  Th í s  i s  ca l l ed  t he  con t r i bu t i on  o f  so f t
v i r t ua l  phoEons .  l ' u r t he rmore  vacuum po la r i za t i on ,  phoEon -pho ton  sca tEe r i ng ,
e r c . ,  a re  i gno red .  The  s imp l i f i ca t i on  t hus  ach ieved  pe rm i t s  t he  sun rna t i on  o f
t he  i n f í n i t e  seE  o f  t e r r ns  t haE  rema in  and  g i ves  t he  so -ca l l ed ' l ead ing  l og l
app rox i r na t i on .  The  resu l t  f o r  t he  e l ec t r on  p ropaga to r ,  nea r  t he  mass -she l l  i s
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where  a  i s  t he  gauge -pa rane te r  wh i ch  w i l l  be  f o rma l l y  i n t r oduced  i nChap te r  2 .
Th i s  r esu l t  has  a l so  been  ob ta i ned  w i ch  t he  reno rma l i za t i on  g roup  t echn ique
[Bog  59J .  Howeve r  i t  i s  no t  c l ea r  a t  a l l  whe the r  t h i s  power  l i ke  s i ngu la r i t y
n f  S  i q  e l q n  n r ê c ê n Ë  i n  t h e  e x a c t  t h e o r y  a n d  e v e n  i f  t h i s  i s  t h e  c a s e ,  l h e r e' -  - D  _ -
. . * . r . r "  t he  ques t i on  as  t o  whe the r  ' non - l ead ing  1og ' s r ,  neg lec ted  i n  t he
')
e i kona l  app rox ima t i on ,  cou ld  g i ve  add i t i ona l  h i ghe r  po r , l e r s  o f  e -  f o r  t he
Y . p + m  /
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exponen l  i n  (  I  . 2 )  and  t . u rn  íE .  i n t o  a  po r ^ :e r  se r i . es  i n  e  - .
I n  C t rap te r  3  t . he  de f i n i c i on  o f  t he  G ïeen  f unc t i ons  i n  qua r . . t um  e lec t r o -
d v n a m i c s  i s  g i v e n  a n d  a  d e r i v a E i o n  o f  t l r e  D v s o n - S c h r u  j n r - e r  L  ^ - ' r a r  i o n s  r v h i  c h  i s
s i r n i l a r  t o  t h a t  i n  [ , l r k  6 l  ] .  T h e  h ' a r d - T a k a l r a s h i  i d e n t i r i e < ,  r . h i c h  a r e  a
c o n s e d u p n c e  o f  c u r r c n f  c n r s e r v a f í o n .  a r e  d e r i v e d  a n d  f i n . r l  L  r c n o r n a l i z a t i o n
i s  b r i e í l .  n e n r ' i o n e d  a n d  f h e  e e r r a f i n n s  f o r  t h e  r e n o r m a l i z e d  q u a n r i t i e s  a r e
g i v e n .
T h p  o n r r o e  f r a n c € ^ * - - r ' i ^ - -  ^ L ^ - ^ . ' - ^  r h e  o e r r o a - n a r a n a r è r  ^  , l í - ^ " - - ^ , 1  i ^L r u l r J r u l r L r ê L r u r r r ,  L r r d r r t s r r r L  e r r !  r > L u > s E u  l r r
c h a n r e r  2  f o r  t h e  f i  - l r  - -  ^ 1 ^ -  L - . . -  : * _ 1 . ' - ^ r i - _  . f r  t i l e  G r e e n! 4 s a u  u P E r d L v ! 5 r  d r s u  r r d v r  r r l l , f r L d L r u l l )  l !
f r r n c l i o n q .  a n d  f h e c 4  6 1 9  w o r k e d  o u t  i n  C h a r t e r  4  f o r  t h e  e l e,  * , . *  - . . - - J  a r e  o r K e c  E  r n  L _ - * r - -  - - c t r o n  l r o p a g a E o r ,
w h i c h  i s  r o 1  r á r ) e ê - i n v a r i a n t .  l h e  K á 1 1 é n - l . e h m a n n  s n e c t r a l  r e n r e s e n f a t i o n s
f o r  t h e  n r n n á c . f ó r q  a r ê  - r ê c p n f ê Á  T h o v  r r a  i n r a o r r l  r ê n r ê c ê n r r t i n n c  . l n r i r r a r l! ! | , r v g \
f r o m  t h e  t r a n s f o r n a t i o n ; r o p e r t i e s  o f  t h e  t h e o r l  a n d  a s s u r n l L i o n s  a b o u t  t h e
s n p c l - r u n .  w i r h  r  w p í s h t  f u n . ' t i o n -  f h o  s n e c C . r a l  f u n c t i o n ,  C o m b i n a t i o n  r v i t h  a*  " _ ' è '
g a u g e  t r a n s f o r m a t i o n  g i v e s  i n c e g r a l  r e l a t i o n s  b e t w e e n  c h e  s p e c t r a l  f u n c t i o n s
í n  d i f f e r e n t  g a u g e s .  T h e s e  a r e  c h e  s p e c t r a l  f u n c t i o n s  Ë h a t  w e ' w i l l  c a l c u l a t e .
B e f o r e  d e v e l o p i n g  t h e  m a i n  a p p r o x i m a t i o n ,  a  s i m p l e ,  n o n - r e l a t i v i s t i c  m o d e l
w i l l  b e  s t u d i e d  i n  C h a p t e r  5 .  I L  h a s  t h e  f e a t u r e  o f  b e i n g  e x a c t l v  s o l v a b l e
i n  a  r . a l  w h i r ' l r  c l o s e l r  r e s e m b l e s  t h e  a p f r o x i n a t i o n  m e t h o d  o f  C h a p f e r  6  f o r
r e l a t i v i s t i c  q u a n t u m  e l e c t r o d l ' n a m i c s .  T h e r e  t h e  D y s o n - S c h w i n g e r  e q u a t i o n s
í o r  t h e  e l e c t r o n  a n d  p h o t o n  l r o l a g a t o r  ,  l - r l v ,  w i l l  b e  s t u d i e d .  T h e s e e g u a t i o n sr-
c o n t a i n  t l r e  v e r f e x  f u n c E i o n ,  v h i c l r  r e p r e s e n t s  t h e  b a s i c  i n t e r a c f i o n  o f  q u a n t u m
e l e c c r o d v n a n i c s ,  a s  a n  u n k n o w n  q u a n t i t y .  I t  i s  f o r  t h e  l a È t e r  t h a t  a n  A n s a t z
w i l l  b e  m a d e ,  o r i g i n a l l v  i n v e n t e d  b y  S a l a m  í n  1 9 6 3  a n d  t a k e n  u p  a g a i n  a n d
v i g o r o u s l v  p u r s u e d  s i n c e  1 9 7 7  b y  D e l b o u r g o  a n d  c o w o r k e r s .  T h i s  f o r r n s  t h e b a s i s
f o r  t h e  a p p r o x i m a t i o n  m e t l r o d ,  b e c a u s e  L h e  A n s a t z  c a n  b e  c o r n p l e t e l y  e x p r e s s e d
i n  t e r m s  o f  t h e  e l e c Ë r o n  p r o p a g a t o r ,  T h i s  m e a n s  t h a t  w e  h a v e  a  c l o s e d  s y s t e m
n f  e n r r e r i n n c  F n r  (  '  - L
-  - *  a n d  D R  ^ f t e r  d e a l i n c  r v i t h  t h e  r e n o r m a l i z a t i o n  o f  t h e
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equa t i ons  and  mak ing  an  assump t i on  abou t  D l " ,  an  i n t eg ra l  equa t i on  resu l l s
t h a È  c a n  b e  e x a c t l y  s o l v e d ,  g i v i n g  S R .  I Ë  g i v e s  i n d e e d  t h e  e x p e c c e d  b e h a v i o u r
1( 1 . 2 )  o f .  S *  n e a r  t h e  m a s s - s h e l l ,  s u g g e s È i n g  t h a t  n o  h i g h e r  p o w e r s  o f  e ' w i l l
b e  p r e s e n t  i n  t h e  ê x a c t  S R .  F i n a l l y  s o m e  f u r c h e r  i n v e s È i g a t i o n  i s  m a d e
conce rn ing  t he  gauge  dependence  o f  r he  so lu t i on  t hus  ob ta i ned .  A  d i ve r s i on  i s
made  i n  Chap te r  7 ,  whe re  t he  Johnson -Bake r - l { i 11ey  p rog ram o f  f i n i t e  quan tum
e lec t rodynam ics  i s  cons ide red ,  i n  connec t i on  w i t h  Ehe  Ansa t z ,  and  t he  ques t i on
o f  a  p o s s i b l e  f í x e d  p o i n E  o f  t h e  c o u p l i n g  c o n s t a n t  i s  c o n s i d e r e d .  l n  t h e  l a s t
chap te r ,  some  remarks  a re  made  abou t  how  Èhe  resu l t s  o f  t he  app rox ina t i on
scheme can be improved.
The  i dea  o f  t he  Ansa t z  o f  Sa lam and  De lbou rgo  can  be  used  i n  any  f i e l d
t h e o r y  w i t h  g a u g e  f i e l d s  c o u p l e d  Ë o  c o n s e r v e d  c u r r e n t s .  S i n c e  i t  i s  s u c c e s s -
f u l  i n  quan tum e lec t r odynam ics ,  i t  can  be  app l i ed  i n  non -abe l i an  gauge
cheo r i es ,  pa r t i cu l a r  quan tum ch romodynamics ,  wh i ch  i s  p resu rned  Eo  f o rm  the
b a s i s  o f  a  d e s c r i p t i o n  o f  c h e  s t r o n g  i n t e r a c t i o n s  [ Z y n  7 9 J .
